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Abstract:

Investigation is not only a method for a teacher to use in teaching mathe-
matics, but also for a student to use in learning the subject. We show how to
construct a magic square using the numbers on a cellular phone with the help
of investigation. We then consider how the same problem can be approached
in the early years of elementary school giving rise to many related problems.

V roku 2005 vydala Univerzita J.E.Purkyňe v Úst́ı n.Labem knihu Jana
Kopku Výskumný přinćıp při výuce matematiky. Profesor Petr Vopěnka v ú-
vode knihy naṕısal: Před didaktikou matematiky stoj́ı naléhavý úkol nalézt
novou látku, na ńı̌z by bylo možno provádět výcvik vyšš́ı operability, která by
umožňovala zachovat vše, co poskytovala látka tradičńı a rozv́ıjela ji zp̊usobem
odpov́ıdaj́ıćım moderńı době.

Kniha obsahuje dôležité stratégie, pomocou ktorých je možné riešit’ mate-
matické problémy, pričom pozornost’ je samozrejme venovaná aj tzv. výskum-
ným stratégiám. V knihe je aj mnoho problémov a matematických situácíı,
ktoré možno zvládnut’ pomocou skúmania. Problematika je spracovaná tak,
aby učitel’ mohol zvolené časti knihy použit’ priamo vo vyučovańı. Skúmanie,
ako je uvádzané v knihe, je metóda pomocou ktorej možno matematiku
vyučovat’ (toto sa týka učitel’ov), ako aj metóda, pomocou ktorej sa ma-
tematiku možno učit’ (týka sa to žiakov a študentov). Výskumný prinćıp
umožňuje žiakom prenikat’ hlbšie do tajov matematiky ako to umožňujú kla-
sické metódy. Pritom táto cesta je pre nich omnoho zauj́ımaveǰsia.

V tomto pŕıspevku podrobneǰsie rozoberieme jeden zauj́ımavý problém,
ktorého riešenie môže podnietit’ žiakov ku skúmaniu vo vyučovańı matema-
tiky. Tento problém je vhodný pre mladš́ıch žiakov, je však možné ho využit’

aj na strednej škole (samozrejme zálež́ı len na spôsobe podania.)
Už mnoho storoč́ı magické štvorce fascinujú nielen matematikov, ale aj

mnoho iných l’ud́ı. Predmetom matematických štúdíı (v dnešnom chápańı
tohto pojmu) sa magické štvorce stali v 17-tom storoč́ı. Na internetových
stránkach čitatel’ môže nájst’ tiśıce odkazov na magické štvorce a problémy
s nimi súvisiace. Viaceré z nich sú riešitel’né aj žiakmi základných a stred-
ných škôl. V tomto pŕıspevku uvádzame jednoduchú úlohu, ktorej riešenie
vyžaduje len znalosti o rozklade malých prirodzených č́ısel na súčet troch
prirodzených č́ısel. Táto úloha sa dá využit’ vo vyučovańı det́ı základným
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Obrázok 1: Čast’ klávesnice telefónu

operáciám s prirodzenými č́ıslami, pri ich precvičovańı a inšpirovat’ ich k for-
mulovaniu a riešeniu zložiteǰśıch úloh, napŕıklad o magických štvorcoch.

Devät’ prirodzených č́ısel na tlačidlách klávesnice mobilného telefónu je
zoradených do štvorcovej tabul’ky. (Pozri obrázok 1.) Toto nás uvádza do
problematiky nasledujúcimi otázkami:

Aký je súčet troch č́ısel, ktoré sú
• v druhom st́lpci?
• v druhom riadku?
• na uhlopriečkach?

L’ahko zist́ıme, že tieto štyri súčty sú rovné č́ıslu 15 a súčty troch č́ısel
v ostatných riadkoch a st́lpcoch sú rôzne od 15.

Problém 1: Pokúsme sa premiestnit’ tlačidlá s č́ıslami 1, 2, . . . , 9 tak, aby
súčet troch č́ısel v každom riadku, v každom st́lpci a aj oboch uhlopriečkach
bol rovný 15.

Štvorcová tabul’ka č́ısel 3 × 3, ktorá sa skladá z č́ısel 1, 2, . . . , 9, pričom
súčet troch č́ısel v každom riadku, v každom st́lpci aj oboch uhlopriečkach
je rovnaký sa nazýva magický štvorec. Tento súčet sa nazýva magické č́ıslo
a v našom pŕıpade sa rovná 15.

Skúmanie problému:

• Začnime náhodným vkladańım č́ısel 1 až 9 do tabul’ky, ktorá sa skladá
z 3 × 3 štvorčekov. Takéto experimentovanie zvyčajne nevedie k vyriešeniu
problému. Tento pŕıstup sa nazýva metóda pokusu a omylu. Je to metóda,
ktorú učitelia matematiky zvyčajne na hodinách netrénujú. Toto je však
škoda, lebo takýto pŕıstup je vel’mi užitočný v pŕırodných aj technických
vedách.

• Efekt́ıvneǰśım a vhodneǰśım pŕıstupom je metóda korekcie omylov,
ktorá dáva nadhl’ad nad problémom a zvyšuje pravdepodobnost’ nájdenia
riešenia. Tento pŕıstup sa nazýva metóda pokusu a spresnenia. Pri tejto
metóde už zač́ıname využ́ıvat’ objavené vzt’ahy k tomu, aby sme rýchleǰsie
dospeli k riešeniu.

Obe uvedené stratégie môžu, ale nemusia viest’ k nájdeniu riešenia problé-
mu, ale rozhodne vedú k lepšiemu pochopeniu problému a inšpirujú k hl’ada-
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niu rôznych d’aľśıch stratégíı. Jedna z takých stratégíı vedie k otázke, či je
možné zostrojit’ z č́ısel 1, 2, . . . , 9 magický štvorec a aké by bolo jeho ma-
gické č́ıslo? Niektoré deti môžu položit’ otázku, či môže existovat’ viacero
magických č́ısel magického štvorca vytvoreného z č́ısel 1 až 9. (Muśıme byt’

pozorńı, lebo to čo je nám zrejmé nemuśı byt’ zrejmé aj det’om.)

Nasledujúce dve otázky vedú deti k odpovedi na vyššie uvedený problém:
• Čomu sa rovná súčet č́ısel 1 až 9? (1 + 2 + · · · + 9 = 45)
• Ak rozdeĺıme devät’ č́ısel do troch riadkov (alebo troch st́lpcov) s rovna-

kým súčtom, tak aký je súčet č́ısel v každom riadku? (45 : 3 = 15)
Z vyššie uvedeného vyplýva, že ak magický štvorec existuje, tak jeho

magické č́ıslo muśı byt’ 15.

Teraz sme už v situácii, že zač́ıname skúmat’, kde sa č́ısla od 1 do 9 môžu
nachádzat’ v tabul’ke zloženej z 3 × 3 štvorčekov. Niekedy je potrebné viest’

deti pomocou otázok k spôsobu skúmania. V priebehu práce môžeme klást’

predovšetkým také otázky, ktoré pri skúmańı vedú žiaka vhodným smerom.

• Ktoré č́ısla musia byt’ v rohových štvorčekoch magického štvorca?
• Ktoré č́ısla musia byt’ v stredných štvorčekoch pozdĺ̌z strán štvorca?
• Ktoré č́ıslo muśı byt’ v strednom štvorčeku?

Zaoberajme sa prvou otázkou. Č́ıslo, ktoré je v rohovom štvorčeku sa
muśı nachádzat’ aspoň v troch trojiciach č́ısel. Jedna trojica je v riadku,
druhá v st́lpci a tretia na uhlopriečke tak, ako je to nakreslené na obrázku 2.
Magické č́ıslo v našom pŕıpade je 15. Preto muśıme nájst’ všetky možné
rozklady č́ısla 15 na súčet troch č́ısel vybraných z č́ısel 1, 2, 3, . . . , 9.

x

Obrázok 2: Umiestnenie č́ısla v rohu

Č́ıslo 1 sa nachádza len v dvoch rozkladoch

15 = 1 + 5 + 9,
15 = 1 + 6 + 8.

Ukázali sme, že č́ıslo môže byt’ v rohu tabul’ky len vtedy, ak sa nachádza
aspoň v troch rozkladoch. Toto nie je splnené pre č́ıslo 1, lebo je len v dvoch
rozkladoch. Č́ıslo 1 sa nemôže nachádzat’ v rohovom štvorčeku. Pretože č́ıslo,
ktoré sa nachádza v strede strany (presneǰsie v strede trojice č́ısel, ktorá je
v prvom alebo tret’om riadku alebo st́lpci) muśı byt’ len v jednom riadku a
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jednom st́lpci (dvoch rozkladoch), č́ıslo 1 môže byt’ v strednom štvorčeku
jednej zo strán.

Ak č́ıslo 2 je jedným z č́ısel troch troj́ıc, tak dostávame tri rozklady ob-
sahujúce č́ıslo 2.

15 = 2 + 4 + 9,
15 = 2 + 5 + 8,
15 = 2 + 6 + 7.

Pretože č́ıslo v rohu sa nachádza v jednom riadku, jednom st́lpci a jednej
uhlopriečke, tak č́ıslo 2 môže byt’ umiestnené v rohovom štvorčeku tabul’ky.
Len č́ıslo 5 sa nachádza v štyroch rozkladoch na trojice č́ısel

15 = 5 + 1 + 9,
15 = 5 + 2 + 8,
15 = 5 + 3 + 7,
15 = 5 + 4 + 6.

Č́ıslo, ktoré sa nachádza v strede tabul’ky muśı patrit’ jednému riadku,
jednému st́lpcu a dvom uhlopriečkam. Z toho vyplýva, že v strede muśı byt’

č́ıslo 5. Opakovaným rozkladom na trojice č́ısel obsahujúce č́ısla 3, 4, 5, . . . , 9
dostávame, že

• č́ısla 2, 4, 6, 8 musia byt’ v rohových poĺıčkach,
• č́ısla 1, 3, 7, 9 musia byt’ v stredných poĺıčkach strán,
• č́ıslo 5 muśı byt’ v strede štvorca.

Teraz vložme všetky č́ısla od 1 do 9 do poĺıčok tabul’ky 3 × 3 tak, aby
boli splnené tieto podmienky a vypoč́ıtajme súčet č́ısel v každom riadku,
v každom st́lpci a aj oboch uhlopriečkach. Ak všetky súčty sú rovnaké, tak
sme zostrojili magický štvorec. Ak tomu tak nie je, tak po niekol’kých po-
kusoch s touto stratégiou pravdepodobne dostaneme magický štvorec. Opät’

sme si precvičili metódu experimentovania, ale vel’mi ul’ahčenú vyššie uve-
denými objavmi. Na obrázku 3 je jeden z možných pŕıpadov magického
štvorca. Skontrolujte, či je tomu naozaj tak.
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Obrázok 3: Magický štvorec
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Otázka: Môžeme nájst’ aj iné riešenie?
Odpoved’: Každý štvorec je súmerný podl’a štyroch priamok. Priamkami sú
určené štyri osové súmernosti a štyri otáčania, pokial’ medzi ne poč́ıtame aj
identitu (každé otáčanie vznikne zložeńım dvoch osových súmernost́ı), ktoré
zobrazujú štvorec do seba. Pretože štvorec ponechávajú na mieste (repro-
dukujú) štyri osové súmernosti a štyri otáčania (vrátane identity) môžeme
zostrojit’ d’aľśıch sedem magických štvorcov použit́ım osových súmernost́ı a
otáčańı. Ponechávame na čitatel’a, či týchto 8 riešeńı bude považovat’ za rov-
naké alebo za rôzne? Ako by sme v tomto pŕıpade definovali pojem rovnaké
štvorce.

Úloha 1: Aký je najmenš́ı počet tlačidiel, ktoré muśıme na klávesnici vy-
menit’, aby sme dostali klávesnicu, ktorá je magickým štvorcom (obrázok 3)?
Odpoved’: Len tlačidlo s č́ıslom 5 môže ostat’ na svojom pôvodnom mieste
a všetky ostatné tlačidla musia byt’ vymenené.

Úloha 2: Majme danú štvorcovú tabul’ku 3 × 3 a v jej strede č́ıslo 5. Aký
je najmenš́ı počet č́ısel, ktoré jednoznačne určujú magický štvorec?
Odpoved’: Po niekol’kých experimentoch môžeme objavit’, že potrebujeme
poznat’ umiestnenie aspoň dvoch d’aľśıch č́ısel sṕlňajúce nasledujúce pod-
mienky:

1. párne č́ısla môžu byt’ v rohových poĺıčkach a nepárne č́ısla 1, 3, 7, 9
môžu byt’ len v stredných poĺıčkach na stranách štvorca;

2. súčet týchto dvoch č́ısel sa nerovná 10. (V ktorých pŕıpadoch je súčet
dvoch č́ısel v magickom štvorci rovný 10?)

Poznámka: Aj ked’ umiestnenie tlačidiel v tvare magického štvorca je zauj́ı-
mavé, tak nie je však praktické!

Náš pôvodný problém môžeme modifikovat’ a sformulovat’ niektoré va-
riácie pôvodnej úlohy. Napŕıklad:

• zvol’me č́ısla od 2 do 10,
• zvol’me 9 párnych č́ısel alebo
• zvol’me 9 prvoč́ısel.

Čo si mysĺıte, pre ktorú z týchto skuṕın č́ısel môžete zoradit’ do tabul’ky
3× 3, ktorá je magický štvorec? V tomto pŕıpade však muśıme upravit’ defi-
ńıciu magického štvorca. Muśıme vynechat’ podmienku, že magický štvorec
obsahuje č́ısla 1, 2, . . . , 9. Aké sú nutné a postačujúce podmienky k tomu,
aby z uvažovanej množiny deviatich č́ısel sa dal vytvorit’ magický štvorec?

Pozrime sa na možnosti, ako môže skúmanie inicializovat’ deti k hl’adaniu
nových problémov, ktorých riešenie je možné hl’adat’ metódou skúmania.

Deti v prvých ročńıkoch základnej školy môžu pomocou kartičiek s č́ıslami
od 1 do 9 dávat’ ich do tabul’ky 3× 3 a metódou pokusu a omylu sa snažit’ o

5



vytvorenie magického štvorca. K tomu potrebujú tabul’ku a devät’ kartičiek
s č́ıslami, ktoré sú nakreslené na obrázku 4.

1 2 3

4 5 6

7 8 9

Obrázok 4: Kartičky s č́ıslami

Takáto pomôcka môže pomôct’ vkladat’ kartičky do jednotlivých poĺıčok
a odpovedá mentálnej úrovni det́ı mladšieho školského veku. Nadväzuje na
detské hry a takto navádza atmosféru vol’nosti. Ostáva otázka záznamu
źıskaných poznatkov. Na toto môže slúžit’ pomôcka nakreslená na obrázku 5.
Pozrime sa na variácie problému 1 tak, že nebudeme sledovat’ či je súčet
v riadkoch, st́lpcoch aj uhlopriečkach 15. Namiesto toho sledujeme, ako
deti ukladajú kartičky s č́ıslami do tabul’ky. Naš́ım ciel’om je to, aby deti
vytvorili magický štvorec s magickým č́ıslom 15. V d’aľsej časti ukážeme
cestu k tomuto ciel’u.

Problém 2: Vlož 9 kartičiek do tabul’ky podl’a tebou zvolených pravidiel.
Každému diet’at’u, ktoré vyriešilo úlohu môžeme dat’ nasledujúce otázky:
• Kto má v tabul’ke riadok (st́lpec alebo uhlopriečku), v ktorom má

trojica najväčš́ı súčet č́ısel?
• Má niekto v tabul’ke dva riadky (st́lpce alebo uhlopriečky), v ktorých

je rovnaký súčet troj́ıc č́ısel?
Toto uvádza nasledujúce problémy, ktoré môžu viest’ deti k formulovaniu

a skúmaniu vlastných a zložiteǰśıch problémov.

Problém 3: Vlož kartičky do tabul’ky tak, aby v dvoch riadkoch (st́lpcoch
alebo oboch uhlopriečkach) si mal rovnaké súčty č́ısel.

Problém 4: Vlož kartičky do tabul’ky tak, aby vo všetkých riadkoch (st́lp-
coch) si mal rovnaké súčty č́ısel.

Problém 5: Vlož kartičky do tabul’ky tak, aby vo všetkých riadkoch, všet-
kých st́lpcoch aj oboch diagonálach si mal rovnaké súčty č́ısel.
Riešeńım piateho problému je hl’adaný magický štvorec, toto je dosiahnuté
bez konštatovania, že tento súčet je 15.

Pre prácu nad problémami 2 až 5 deti potrebujú tabul’ku s kartičkami
s č́ıslami. Takáto tabul’ka, ako sme už uviedli vyššie, je na obrázku 5, do
ktorej si deti môžu zapisovat’ súčty č́ısel a teda výsledky experimentovania.

V celom skúmańı si deti kladú otázky, formulujú nové problémy. Pri
tomto im môže učitel’dávat’ rôzne námety, pŕıpadne ich nachádzat’ vo vhodnej
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Obrázok 5: Tabul’ky na experimentovanie

knihe. Muśıme však sledovat’ a usmerňovat’ prácu žiakov. Učitel’ pracuje so
žiakmi individuálne.

Problém 6: Vlož kartičky do tabul’ky tak, aby vo všetkých riadkoch (st́lp-
coch) si mal rovnaké súčty č́ısel.

Problém 7: Vlož kartičky do tabul’ky tak, aby súčty č́ısel v riadkoch, st́lp-
coch a oboch uhlopriečkach boli navzájom rôzne.

Problém 8: Vlož kartičky do tabul’ky tak, aby osem súčtov troj́ıc č́ısel
v riadkoch, st́lpcoch a oboch uhlopriečkach tvorilo postupnost’ č́ısel. (Ako
deti pochopia tento pojem?)

Ak by sme položili otázku Aký je najmenš́ı počet tlačidiel, ktoré muśıme
vymenit’ na klávesnici tak, aby sme dostali magickú klávesnicu, tak odpo-
ved’ by bola že všetky, okrem tlač́ıtka s č́ıslom 5. V skúmańı však môžeme
pokračovat’ nasledujúcou otázkou:

Problém 9: Aký je najmenš́ı počet č́ısel v tabul’ke (a na ktorých miestach
v tabul’ke musia byt’ umiestnené), ktoré jednoznačne určujú ostatných č́ısla
tak, aby vznikol magický štvorec?

Nadané deti experimentovańım pravdepodobne dôjdu k poznatku, že ak
sú v tabul’ke vhodne (ako?) dané dve č́ısla, tak poloha ostatných je jedno-
značne určená. Odtial’ je už len krok k dôkazu faktu, že existuje len osem
magických štvorcov.

V matematike pod pojmom magický štvorec rádu n rozumieme štvorcovú
tabul’ku n × n, ktorá obsahuje z prirodzených č́ısel 1, 2, . . . , n2, ktoré sú
rozmiestnené tak, že ich súčet v každom riadku, v každom st́lpci a oboch
diagonálach je rovnaký. V tomto pŕıspevku pojmom magický štvorec rozu-
mieme len tabul’ku 3×3, ktorá obsahuje 9 č́ısel. Magické štvorce majú bohatú
históriu (pozri [2], [4] a [5]) a v dnešnej dobe nachádzajú rôzne aplikácie.

Mnoho zauj́ımavých informácíı sa nachádza na internetových stránkach
venovaným magickým štvorcom (anglicky magic squares.) Toto vytvára pred-
poklady k tomu, aby učitel’ spestril vyučovanie rôznymi faktami a histo-
rickými poznámkami. Zauj́ımavým spestreńım vyučovania môže byt’ aj úry-
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vok o Saturnových tabul’kách z knihy Cornelia Agrippu z Nettesheimu Okult-
ńı filosofie II. (Pozri [7], str. 27.)

Štúdium nových matematických teóríı má často experimentálnu aj intui-
t́ıvnu povahu. Výskum často zač́ına experimentovańım na malej skupine
objektov, nasledujú pokusy o zovšeobecňovanie a neskôr aj exaktný dôkaz
źıskaných tvrdeńı. Štúdium sa rob́ı metódou experimentovania a až po fáze
skúmania źıskava rodiaca sa teória dedukt́ıvny charakter.

Ak chceme, aby žiaci źıskavali poznatky experimentovańım, tak im muśı-
me vytvorit’ inšpirat́ıvne prostredie. Zrejme nie každý žiak dotiahne svoje
skúmanie k predpokladanému ciel’u, ale aj takto źıska nový pohl’ad na mate-
matiku.

Ak sa žiaci naučia źıskavat’ nové matematické poznatky metódou skúma-
nia, tak sa naučia źıskavat’ nové vedomosti a porozumenie pre ne v budúcnos-
ti. Môžu si osvojit’ základy práce, ktorou nielen matematici źıskavajú nové
poznatky.

Doplňme ešte, že ,,rovinná problematika” magických štvorcov môže byt’

prenesená do trojrozmerného priestoru. V tomto pŕıpade hovoŕıme o ma-
gických kockách. Magická kocka je trojrozmerná tabul’ka pozostávajúca z 3×
3 × 3 malých kociek, v ktorých sú č́ısla 1, 2, . . . , 27 umiestnené tak, že súčty
č́ısel v každom riadku, st́lpci, tráme a štyroch telesových uhlopriečkach sú
rovnaké. (Pozri nasledujúcu tabul’ku, kde sú uvedené tri vrstvy magickej
kocky.) Viac informácíı čitatel’ nájde v práci [4].

18 23 1
22 3 17
2 16 24

20 7 15
9 14 19
13 21 8

4 12 26
11 25 6
27 5 10

Obrázok 6: Tri vrstvy magickej kocky

Ak žiaci zvládli problematiku magického štvorca, tak môžu skúmat’ analo-
gické problémy súvisiace s magickou kockou. Ku skúmaniu môžu žiaci využit’

aj poč́ıtač a bádanie preniest’ aj do oblasti informatiky.

Námety na otázky ku skúmaniu:
• Aké je magické č́ıslo magickej kocky?
• Muśı byt’ v strede kocky č́ıslo 14?
• Existujú aj iné trojice č́ısel ležiace na jednej ,,priamke”, v ktorých je

rovnaký súčet č́ısel? (Všimnite si trojice č́ısel, ktoré obsahujú č́ıslo 14.)
• Umiestnenie kol’kých č́ısel stač́ı poznat’ na to, aby umiestnenie ostatných

bolo jednoznačne určené?
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Poznámka: Existujú štyri navzájom rôzne (neizomorfné) magické kocky.
Navyše, každá kocka má devät’ rov́ın súmernost́ı, ktoré generujú 48 zhod-
nost́ı ponechávajúcich kocku na mieste. Celkovo existuje (podl’a toho, čo
považujeme za rôzne magické kocky) 4 alebo 192 rôznych magických kociek.

V práci [6] je uvedená konštrukcia magických hyperkociek v priestoroch
l’ubovol’ného rozmeru. Analogické problémy môžeme sformulovat’ a riešit’ aj
v n-rozmerných priestoroch pre n ≥ 4 a takto źıskat’ originálne matematické
tvrdenia.

Práca vznikla s podporou grantovej agentúry KEGA.
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