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Abstract:

Investigation is not only a method for a teacher to use in teaching mathe-
matics, but also for a student to use in learning the subject. We show how to
construct a magic square using the numbers on a cellular phone with the help
of investigation. We then consider how the same problem can be approached
in the early years of elementary school giving rise to many related problems.

V roku 2005 vydala Univerzita J.E.Purkyne v Ust{ n.Labem knihu Jana
Kopku Viyskumny princip pri vijuce matematiky. Profesor Petr Vopénka v -
vode knihy napisal: Pred didaktikou matematiky stoji naléhavy kol nalézt
novou latku, na niz by bylo mozno provdadét vijcvik vyssi operability, kterd by
umoznovala zachovat vse, co poskytovala latka tradicni a rozvijela ji zpusobem
odpovidagicim moderni dobé.

Kniha obsahuje doleZité stratégie, pomocou ktorych je mozné riesit mate-
matické problémy, pricom pozornost je samozrejme venovand aj tzv. vyskum-
nym stratégiam. V knihe je aj mnoho problémov a matematickych situdcii,
ktoré mozno zvladnut pomocou skiimania. Problematika je spracovand tak,
aby ucitel mohol zvolené ¢asti knihy pouzit priamo vo vyucovani. Skiimanie,
ako je uvadzané v knihe, je metdéda pomocou ktorej mozno matematiku
vyucovat (toto sa tyka ucitelov), ako aj metdda, pomocou ktorej sa ma-
tematiku mozno ucit (tyka sa to Ziakov a Studentov). Vyskumny princip
umoziuje Ziakom prenikat hlbsie do tajov matematiky ako to umoznujui kla-
sické metody. Pritom této cesta je pre nich omnoho zaujimavejsia.

V tomto prispevku podrobnejsie rozoberieme jeden zaujimavy problém,
ktorého riesenie moze podnietit Ziakov ku skiimaniu vo vyucovani matema-
tiky. Tento problém je vhodny pre mladsich ziakov, je vSak mozné ho vyuzit
aj na strednej skole (samozrejme zalezi len na sposobe podania.)

Uz mnoho storo¢i magické Stvorce fascinuju nielen matematikov, ale aj
mnoho inych Tudi. Predmetom matematickych $tidi{ (v dnesnom chdpani
tohto pojmu) sa magické stvorce stali v 17-tom storo¢i. Na internetovych
strdnkach citatel moze najst tisice odkazov na magické stvorce a problémy
s nimi stvisiace. Viaceré z nich si riesitelné aj ziakmi zdkladnych a stred-
nych skol. V tomto prispevku uvadzame jednoduchu tlohu, ktorej riesenie
vyzaduje len znalosti o rozklade malych prirodzenych ¢isel na stcet troch
prirodzenych &isel. Této tloha sa dd vyuzif vo vyuéovani deti zdkladnym
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Obrizok 1: Cast kldvesnice telefénu

operaciam s prirodzenymi ¢fslami, pri ich precvi¢ovani a inspirovat ich k for-
mulovaniu a rieseniu zlozitejsich uloh, napriklad o magickych Stvorcoch.
Devat prirodzenych éfsel na tlacidlach kldvesnice mobilného telefénu je
zoradenych do §tvorcovej tabulky. (Pozri obrdzok 1.) Toto nds uvadza do
problematiky nasledujicimi otazkami:
Ak je sucet troch cisel, ktoré su
e v druhom stl})ci?
e v druhom riadku?
e na uhloprieckach?
Lahko zistime, Ze tieto Styri sicty st rovné éislu 15 a stcty troch ¢isel
v ostatnych riadkoch a stfpcoch st rozne od 15.
Problém 1: Pokisme sa premiestnif tlacidld s ¢fslami 1,2,...,9 tak, aby
sucet troch cisel v kazdom riadku, v kazdom stfpci a aj oboch uhloprieckach
bol rovny 15.

Stvorcova tabulka cisel 3 x 3, ktora sa skladd z ¢isel 1,2,...,9, pricom
sucet troch ¢isel v kazdom riadku, v kazdom stipci aj oboch uhloprieckach
je rovnaky sa nazyva magicky stvorec. Tento sucet sa nazyva magické cislo
a v nasom pripade sa rovna 15.

Skimanie problému:

e Za¢nime ndhodnym vkladanim ¢isel 1 az 9 do tabulky, ktord sa sklada
z 3 X 3 Stvorcekov. Takéto experimentovanie zvycajne nevedie k vyrieSeniu
problému. Tento pristup sa nazyva metoda pokusu a omylu. Je to metdda,
ktori ucitelia matematiky zvycajne na hodindch netrénuji. Toto je vsak
skoda, lebo takyto pristup je velmi uzitoény v prirodnych aj technickych
vedach.

o [Efektivnejsim a vhodnejsim pristupom je metéda korekcie omylov,
ktord déva nadhlad nad problémom a zvysuje pravdepodobnost néjdenia
rieSenia. Tento pristup sa nazyva metdoda pokusu a spresnenia. Pri tejto
metéde uz zaciname vyuzivat objavené vztahy k tomu, aby sme rychlejsie
dospeli k rieSeniu.

Obe uvedené stratégie mozu, ale nemusia viest k ndjdeniu rieSenia problé-
mu, ale rozhodne vedu k lepsiemu pochopeniu problému a inspiruju k hlada-



niu roznych d'alsich stratégii. Jedna z takych stratégii vedie k otdzke, ¢i je
mozné zostrojit z éfsel 1,2,...,9 magicky stvorec a aké by bolo jeho ma-
gické ¢islo? Niektoré deti mozu polozif otdzku, ¢ moze existovat viacero
magickych ¢fsel magického Stvorca vytvoreného z ¢isel 1 az 9. (Musime byt
pozorni, lebo to ¢o je ndm zrejmé nemusi byt zrejmé aj detfom.)

Nasledujuce dve otazky vedu deti k odpovedi na vyssie uvedeny problém:

o Comu sa rovnd sicet éisel 1 az9? (14+24 -+ 9 = 45)

o Ak rozdelime devit ¢isel do troch riadkov (alebo troch stl/pcov) s rovna-
kym sictom, tak aky je sucet ¢isel v kazdom riadku? (45 :3 = 15)

7 vyssie uvedeného vyplyva, ze ak magicky Stvorec existuje, tak jeho
magické ¢islo musi byt 15.

Teraz sme uz v situdcii, ze zac¢iname skiimat, kde sa ¢fsla od 1 do 9 mozu
nachddzat v tabulke zloZenej z 3 x 3 stvorcekov. Niekedy je potrebné viest
deti pomocou otédzok k sposobu skiimania. V priebehu prace mozeme klast
predovsetkym také otazky, ktoré pri skimani vedu ziaka vhodnym smerom.

o Ktoré ¢isla musia byt v rohovyjch stvoréekoch magického stvorca?
o Ktoré &isla musia byt v stredniyjch stvoréekoch pozdlz strdn stvorca?
o Ktoré ¢islo musi byt v strednom stvoréeku?

Zaoberajme sa prvou otdzkou. Cislo, ktoré je v rohovom stvorceku sa
musi nachddzat aspon v troch trojiciach ¢isel. Jedna trojica je v riadku,
druha v stipci a tretia na uhlopriecke tak, ako je to nakreslené na obrazku 2.
Magické ¢islo v nasom pripade je 15. Preto musime ndjst vsetky mozné
rozklady ¢isla 15 na sicet troch ¢isel vybranych z ¢isel 1,2,3,...,9.

Obrazok 2: Umiestnenie ¢isla v rohu

Cislo 1 sa nachédza len v dvoch rozkladoch

15=1+5+09,
15=1+6+3.

Ukazali sme, Ze ¢islo moze byt v rohu tabulky len vtedy, ak sa nachidza
aspon v troch rozkladoch. Toto nie je splnené pre ¢islo 1, lebo je len v dvoch
rozkladoch. Cislo 1 sa neméze nachddzat v rohovom stvoréeku. Pretoze éislo,
ktoré sa nachddza v strede strany (presnejsie v strede trojice ¢isel, ktord je
v prvom alebo trefom riadku alebo stipci) mus{ byt len v jednom riadku a



jednom stipci (dvoch rozkladoch), ¢islo 1 moze byt v strednom stvoréeku
jednej zo stran.

Ak ¢&islo 2 je jednym z cisel troch trojic, tak dostdvame tri rozklady ob-
sahujuce cislo 2.

15=2+4+409,
15=2+5+8,
15=246+7.

Pretoze ¢islo v rohu sa nachadza v jednom riadku, jednom stipci a jednej
uhlopriecke, tak &fslo 2 moze byt umiestnené v rohovom stvoréeku tabulky.
Len ¢islo 5 sa nachadza v styroch rozkladoch na trojice ¢isel

15=5+1+09,
15=5+2+8,
15=5+3+7,
15=5+4+6.

Cislo, ktoré sa nachddza v strede tabulky musi patrit jednému riadku,
jednému stipcu a dvom uhloprieckam. Z toho vyplyva, Ze v strede musi byt
¢islo 5. Opakovanym rozkladom na trojice ¢isel obsahujice ¢isla 3,4,5,...,9
dostavame, ze

e cisla 2,4,6,8 musia byt v rohovych polickach,

o cisla 1,3,7,9 musia byt v strednych polickach stran,

e cislo 5 musi byt v strede stvorca.

Teraz vlozme vsetky ¢isla od 1 do 9 do policok tabulky 3 x 3 tak, aby
boli splnené tieto podmienky a vypocitajme sucet ¢isel v kazdom riadku,
v kazdom stipci a aj oboch uhloprieckach. Ak vSetky stcty su rovnaké, tak
sme zostrojili magicky Stvorec. Ak tomu tak nie je, tak po niekolkych po-
kusoch s touto stratégiou pravdepodobne dostaneme magicky stvorec. Opat
sme si precvicili metédu experimentovania, ale velmi ulahéeni vyssie uve-
denymi objavmi. Na obrazku 3 je jeden z moznych pripadov magického
Stvorca. Skontrolujte, ¢i je tomu naozaj tak.
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Obréazok 3: Magicky stvorec



Otézka: Mozeme néjst aj iné riesenie?

Odpoved’: Kazdy stvorec je simerny podla Styroch priamok. Priamkami si
uréené Styri osové simernosti a Styri otdcania, pokial medzi ne pocéitame aj
identitu (kazdé otacanie vznikne zlozenim dvoch osovych sumernosti), ktoré
zobrazuju §tvorec do seba. Pretoze Stvorec ponechévaji na mieste (repro-
dukuji) styri osové simernosti a Styri otdcania (vratane identity) mozeme
zostrojit d'alsich sedem magickych §tvorcov pouzitim osovych simernosti a
otacani. Ponechdvame na ¢itatela, ¢i tychto 8 rieSeni bude povazovaf za rov-
naké alebo za rozne? Ako by sme v tomto pripade definovali pojem rovnaké
Stvorce.

Uloha 1: Aky je najmensi pocet tlacidiel, ktoré musime na klavesnici vy-
menit, aby sme dostali kldvesnicu, ktord je magickym $tvorcom (obrézok 3)?
Odpoved’: Len tlacidlo s ¢fslom 5 moze ostat na svojom povodnom mieste
a vietky ostatné tlacidla musia byt vymenené.

Uloha 2: Majme danti §tvorcovii tabulku 3 x 3 a v jej strede ¢&islo 5. Aky
je najmensi pocet ¢isel, ktoré jednoznacéne uréuji magicky stvorec?
Odpoved’: Po niekolkych experimentoch méZeme objavit, Ze potrebujeme
poznat umiestnenie asponn dvoch dalsich ¢isel spfﬁajﬁce nasledujice pod-
mienky:

1. péarne ¢isla mozu byt v rohovych polickach a neparne ¢isla 1,3,7,9
mozu byt len v strednych polickach na strandch stvorca;

2. sucet tychto dvoch ¢isel sa nerovna 10. (V ktorych pripadoch je sucet
dvoch ¢isel v magickom $tvorci rovny 107)

Pozndmka: Aj ked umiestnenie tlacidiel v tvare magického stvorca je zauji-
mavé, tak nie je vSak praktické!

N4 povodny problém mozeme modifikovat a sformulovat niektoré va-
riacie povodnej ulohy. Napriklad:

e zvolme ¢isla od 2 do 10,

e zvolme 9 parnych ¢isel alebo

e zvolme 9 prvoécisel.
Co si myslite, pre ktort z tychto skupin ¢isel mézete zoradif do tabulky
3 x 3, ktord je magicky stvorec? V tomto pripade vsak musime upravit defi-
niciu magického stvorca. Musime vynechat podmienku, Ze magicky stvorec
obsahuje ¢isla 1,2,...,9. Aké su nutné a postacujice podmienky k tomu,
aby z uvazovanej mnoziny deviatich &isel sa dal vytvorif magicky stvorec?

Pozrime sa na moznosti, ako moéze skiimanie inicializovat deti k hladaniu
novych problémov, ktorych riesenie je mozné hladat metédou skiimania.

Deti v prvych rocnikoch zakladnej skoly mozu pomocou karticiek s ¢islami
od 1 do 9 dévat ich do tabulky 3 x 3 a metédou pokusu a omylu sa snazit o



vytvorenie magického stvorca. K tomu potrebuji tabulku a devif karticiek
s cislami, ktoré su nakreslené na obrazku 4.
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Obrazok 4: Karticky s ¢islami

Takato pomdcka moze pomoct vkladat karticky do jednotlivych policok
a odpoveda mentalnej trovni deti mladsieho skolského veku. Nadvéazuje na
detské hry a takto navadza atmosféru volnosti. Ostdva otdzka zidznamu
ziskanych poznatkov. Na toto moze slizit pomocka nakreslend na obrazku 5.
Pozrime sa na varidcie problému 1 tak, Ze nebudeme sledovat ¢i je sicet
v riadkoch, stipcoch aj uhloprieckach 15. Namiesto toho sledujeme, ako
deti ukladaju karticky s ¢fslami do tabulky. Nasim cielom je to, aby deti
vytvorili magicky Stvorec s magickym cislom 15. V dalsej casti ukdzeme
cestu k tomuto cielu.
Problém 2: Vloz 9 karticiek do tabulky podla tebou zvolenych pravidiel.

Kazdému diefatu, ktoré vyriesilo tilohu mozeme dat nasledujtice otdzky:

e Kto md v tabulke riadok (Stipec alebo uhlopriecku), v ktorom ma
trojica najvacsi sucet cisel?

e M3 niekto v tabulke dva riadky (stipce alebo uhlopriecky), v ktorych
je rovnaky stucet trojic ¢isel?

Toto uvadza nasledujiice problémy, ktoré mozu viest deti k formulovaniu
a skimaniu vlastnych a zlozitejsich problémov.
Problém 3: Vloz karticky do tabulky tak, aby v dvoch riadkoch (stfpcoch
alebo oboch uhloprieckach) si mal rovnaké suéty ¢éisel.
Problém 4: Vloz karticky do tabulky tak, aby vo vsetkych riadkoch (stfp—
coch) si mal rovnaké sicty cisel.
Problém 5: Vloz karticky do tabulky tak, aby vo vSetkych riadkoch, vset-
kych stfpcoch aj oboch diagondlach si mal rovnaké sucty ¢isel.
Riesenim piateho problému je hladany magicky Stvorec, toto je dosiahnuté
bez konstatovania, ze tento sucet je 15.

Pre pracu nad problémami 2 az 5 deti potrebuju tabulku s kartickami
s ¢fslami. Takéto tabulka, ako sme uz uviedli vyssie, je na obrazku 5, do
ktorej si deti mozu zapisovat sucty ¢isel a teda vysledky experimentovania.

V celom sktimani si deti kladu otazky, formuluji nové problémy. Pri
tomto im moze ucitel davat rozne ndmety, pripadne ich nachddzat vo vhodnej
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Obrazok 5: Tabulky na experimentovanie

knihe. Musime vsak sledovat a usmertiovat pracu ziakov. Ucitel pracuje so
ziakmi individualne.

Problém 6: Vloz karticky do tabulky tak, aby vo vSetkych riadkoch (stfp—
coch) si mal rovnaké sicty cisel.

Problém 7: Vloz karticky do tabulky tak, aby stéty ¢isel v riadkoch, stfp—
coch a oboch uhloprieckach boli navzajom rozne.

Problém 8: Vloz karticky do tabulky tak, aby osem stétov trojic éfsel
v riadkoch, stfpcoch a oboch uhloprieckach tvorilo postupnost ¢fsel. (Ako
deti pochopia tento pojem?)

Ak by sme polozili otazku Akyj je najmensi pocet tlacidiel, ktoré musime
vymenit na kldvesnici tak, aby sme dostali magicku kldvesnicu, tak odpo-
ved by bola ze vsetky, okrem tlacitka s ¢islom 5. V skiimani vSak mozeme
pokracovat nasledujicou otézkou:

Problém 9: Aky je najmensi pocet ¢isel v tabulke (a na ktorych miestach
v tabulke musia byt umiestnené), ktoré jednoznacne urcéuji ostatnych ¢isla
tak, aby vznikol magicky Stvorec?

Nadané deti experimentovanim pravdepodobne dojdu k poznatku, ze ak
st v tabulke vhodne (ako?) dané dve ¢isla, tak poloha ostatnych je jedno-
znacne urcend. Odtial je uz len krok k dokazu faktu, Ze existuje len osem
magickych stvorcov.

V matematike pod pojmom magicky stvorec radu n rozumieme Stvorcovi
tabulku n x n, ktord obsahuje z prirodzenych éisel 1,2,...,n2, ktoré si
rozmiestnené tak, ze ich sucet v kazdom riadku, v kazdom stfpci a oboch
diagondlach je rovnaky. V tomto prispevku pojmom magicky Stvorec rozu-
mieme len tabulku 3 x 3, ktord obsahuje 9 ¢isel. Magické stvorce maji bohati
histériu (pozri [2], [4] a [5]) a v dnesnej dobe nachadzaji rozne aplikacie.

Mnoho zaujimavych informécii sa nachadza na internetovych strankach
venovanym magickym Stvorcom (anglicky magic squares.) Toto vytvéra pred-
poklady k tomu, aby ucitel spestril vyucovanie roznymi faktami a histo-
rickymi pozndmkami. Zaujimavym spestrenim vyucovania moze byt aj try-



vok o Saturnovych tabulkéch z knihy Cornelia Agrippu z Nettesheimu Okult-
ni filosofie 11. (Pozri [7], str. 27.)

Stidium novych matematickych tedrif mé Gasto experimentalnu aj intui-
tivnu povahu. Vyskum casto zacina experimentovanim na malej skupine
objektov, nasleduji pokusy o zovSeobecnovanie a neskor aj exaktny dokaz
ziskanych tvrdeni. Stidium sa robi metédou experimentovania a az po faze
skimania ziskava rodiaca sa tedria deduktivny charakter.

Ak chceme, aby ziaci ziskavali poznatky experimentovanim, tak im musi-
me vytvorit inSpirativne prostredie. Zrejme nie kazdy Ziak dotiahne svoje
skimanie k predpokladanému cielu, ale aj takto ziska novy pohlad na mate-
matiku.

Ak sa Ziaci nauécia ziskavat nové matematické poznatky metédou skiima-
nia, tak sa naucia ziskavat nové vedomosti a porozumenie pre ne v budticnos-
ti. Mozu si osvojif zdklady prace, ktorou nielen matematici ziskavaji nové
poznatky.

Dopliime este, Ze ,,rovinnd problematika” magickych §tvorcov moze byt
prenesend do trojrozmerného priestoru. V tomto pripade hovorime o ma-
gickych kockach. Magickd kocka je trojrozmernd tabulka pozostdvajiica z 3 x
3 x 3 malych kociek, v ktorych su ¢isla 1,2, ...,27 umiestnené tak, ze sicty
c¢isel v kazdom riadku, stipci, trame a Styroch telesovych uhloprieckach su
rovnaké. (Pozri nasledujicu tabulku, kde si uvedené tri vrstvy magickej
kocky.) Viac informécif ¢itatel ndjde v praci [4].
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Obrazok 6: Tri vrstvy magickej kocky

Ak Ziaci zvladli problematiku magického stvorca, tak mozu skiimat analo-
gické problémy stvisiace s magickou kockou. Ku skiimaniu mozu ziaci vyuzit
aj pocita¢ a badanie preniest aj do oblasti informatiky.

Néamety na otazky ku skimaniu:

e Aké je magické cislo magickej kocky?

e Musi byt v strede kocky ¢islo 147

e Existuju aj iné trojice ¢isel leziace na jednej ,,priamke”, v ktorych je
rovnaky sucet ¢isel? (Vsimnite si trojice ¢isel, ktoré obsahuju ¢islo 14.)

e Umiestnenie kolkych ¢isel staci poznat na to, aby umiestnenie ostatnych
bolo jednoznac¢ne urcené?



Poznamka: Existuju Styri navzdjom rozne (neizomorfné) magické kocky.
Navyse, kazda kocka mé devif rovin simernosti, ktoré generuji 48 zhod-
nost{ ponechdvajicich kocku na mieste. Celkovo existuje (podla toho, ¢o
povazujeme za rozne magické kocky) 4 alebo 192 réznych magickych kociek.

V préci [6] je uvedend konstrukcia magickych hyperkociek v priestoroch
Iubovolného rozmeru. Analogické problémy mozeme sformulovat a riesit aj
v n-rozmernych priestoroch pre n > 4 a takto ziskat origindlne matematické
tvrdenia.
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